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Zadatak 1. Neprekidni najmanji kvadrati — Fourierov red

Zadana je funkcija
fla) =2
na intervalu (0, 27). Nadite Fourierov razvoj funkcije f uz pretpostavku da je f periodicka
funkcija s periodom 27. Koristeéi ovaj razvoj pokazite da je

2

k26
k=1
Rjesenje. Osnovni period funkcije f je 27, pa njezin Fourierov red ima oblik
flz) = % + ; (akcoskx + bksinkx),

a koeficijenti u razvoju dani su formulama (mozZe za k > 0, uz by = 0)

2w 2m
1 1
ar = —/f(x) cos kx dx, by = —/f(x) sin kx dx.
T T
0 0

Treba jo§ samo izracunati ove integrale za f(x) = x°.

Koeficijent aq izlazi odmah
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Ostali integrali, za k > 0, sadrze trigonometrijske funkcije i njih racunamo parcijalnom
integracijom. Prvo ra¢unamo koeficijente ay, za k > 0.

1 2 u= x> du = 2z dzx
ak——/xQ(:oskxd:c— 1
T dv = coskx dx v = —sinkx
0 k
1 (22 w7
=— (— sin kz - - /xsin kx dx) = {granice: sin2km =sin0 = 0}
T\ k 0 k
0
9 2 U=z du = dx
:——/;Esink;:z:da:: 1
km dv = sin kx dx v = ——coskx
0 k
2 ([ o
=——|( ——coskx + - /cos kx dx | = {granice: cos2km = cos0 = 1}
km k 0 k
0
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= —W<—2ﬂ+/coskxd$) = —%<—27r+ Esinkl'
0

= {granice: sin2km =sin0 =0} = =

27r>
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Zatim racunamo koeficijente by, za k > 0.

1 2 u= x> du = 2z dx
bk:—/mzsinka:d:v: 1
U dv = sin kx dx v = ——coskx
0 k
2T
1/ 2° 9 .
= —| ——coskzx + — [ xcoskxdx | = {granice: cos2km = cos0 = 1}
T k 0 k
0
1 2 u=x du = dx
:—<—47T2+2/xcoskxdx): 1
km

dv = cos kx dx v = —sinkx
0 k

o 2T
1
% /sin kx d:v) = {granice: sin2km =sin0 =0}

0
271')
0

2
= o (—27r2 + % sin kx

27
2 1 . 2 9 1
= kﬂ_(?ﬂ' —I—k/smkxdm) :_E<2W —ﬁcosk‘.r
0

4
= {granice: cos2km = cos0 =1} = —%_

Dakle, Fourierov red funkcije f(x) = z? na intervalu (0, 27) je

o0

472 4 4
flz) = %%—Z (ﬁcosk‘x— %smk‘x)

k=1

Znamo da je z? neprekidna funkcija na otvorenom intervalu (0, 27), pa ovaj Fourierov

red konvergira prema z?, za svaki x € (0, 27).
Funkciju 22

mozemo periodicki prosiriti s (0, 27) na cijeli R, tako da dobijemo periodicku

funkciju fs periodom 27. No, bez obzira na to kako definiramo vrijednosti tog proSirenja f
u cjelobrojnim visekratnicima od 27, tj. u tockama x,, = 2nm, za n € Z, funkcija f sigurno

ima prekide u tim tockama.

Prema Dirichletovom teoremu, Fourierov red funkcije 2% u tocki x,, = 2nm konverigira

prema “polovini skoka” funkcije f u toj tocki, tj. vrijedi
Ar? N[ 4 4 1/~ ~
% + ; (ﬁ cos kx,, — % sin kxn) = 5(]”(3:”—) + f(xn—i—)>.

Za xg = 0 dobivamo

T2

= 4
% kgk—=2< lim f(z )—iig(l]f(x)) :%(47T2—|—O):27r2.

Nakon dijeljenja s 4 izlazi
2 2

il_ﬂz ™ m
k2 2 3 6
k=1



Zadatak 2. Neprekidni najmanji kvadrati — trigonometrijski polinom

Zadana je funkcija
fla) =a"

na intervalu [0,27]. Za bilo koji n € N U {0}, neprekidnom metodom najmanjih kva-
drata nadite najbolju aproksimaciju funkcije f u prostoru 7, trigonometrijskih polinoma
“stupnja’ n, tj. u prostoru razapetom funkcijama

1, cosx, cos2zx, ..., cosnz, sinz, ..., sinnz.

RjeSenje. Za bilo koji n € NU {0}, ozna¢imo s f, najbolju aproksimacije funkcije f u
prostoru 7,. Znamo da je navedeni sustav funkcija ortogonalna baza prostora 7,, uz
integralni skalarni produkt na intervalu [0, 27],

Ako najbolju aproksimaciju f, zapiSemo u obliku linearne kombinacije funkcija ove baze,
folz) = % + ; <ak cos kx + by, sin kx) ,

onda su koeficijenti dani formulama (moze za k > 0, uz by = 0)

27 27
1 1
ap = —/f(a:) cos kx dz, b = —/f(a:) sin kz dz,
T T
0 0

i ovi koeficijenti ne ovise o n. Trazena aproksimacija f, je konaéni komad Fourierovog
reda za f, a tog smo izracunali u proslom zadatku. Onda odmah vidimo da je

2 n 4
falz) = 4% + Z (% coskx — %sinkm).

k=1



Zadatak 3. Neprekidni najmanji kvadrati — Fourierov red

Zadana je funkcija
f(z) =sinx

na intervalu [0, 7]. Nadite Fourierov razvoj funkcije f uz pretpostavku da je f periodicka
funkcija s periodom 7.

Rjesenje. Za pocetak, uo¢imo da Fourierov red za f(z) = sin z nije samo sin z, jer osnovni
interval perioda nije 27, nego samo 7. Drugim rije¢ima, gledamo samo “pola” sinusoide,
odnosno, njezinu apsolutnu vrijednost.

Za periodicku funkciju f osnovnog perioda P, koristimo ortogonalnu bazu trigonome-
trijskih funkcija s tim periodom P. Ta baza sadrzi funkcije

2k 2k
coS ;x, k>0, sin ;x’ k>1.

Na bilo kojem intervalu duljine osnovnog perioda [c, ¢ + P], uz integralni skalarni produkt

c+P

(u,v) = /u(:v)v(:v)dx,

C

onda vrijede sljedece relacije ortogonalnosti

0, k#I,
T ok 20
2
/COS 7m-cos dex: P, k=1(=0, za k,0 >0,
P P P
¢ —, k=0>0
27 7
c+P
/ . 2kmx . 2€7rxd 0, k#¢E b 0> 1
sin - sin x = za,
P P L =0
c 27 7
c+P k g
2 2
/cos ;x-sin ;xdaszo, za k>0, (>1.

C

Fourierov red funkcije f ima oblik

S 2 2
flx) = % + ; (ak Cos k;m: + by, sin kms))

P

a koeficijenti u razvoju dani su formulama (moze za k > 0, uz by = 0)

c+P c+P

2 2kmx 2 . 2kmx
akzﬁ/f(x)cos Iz dz, bk:F/f(x)sm dx.

P

C

U naSem primjeru je f(z) =sinz, c =01 P = w. Fourierov red za f je

oo

_ % '
flz) = 5 + kz:; (ak cos 2kx + by sin 2kx),
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a trazeni koeficijenti su onda

T ™

2 2
ap = — /sinx cos 2kx dx, b, = — /Sinx sin 2kzx dzx.
T T
0 0
Napomena: koeficijent a; nije jednak nuli po argumentu ortogonalnosti, iako sadrzi razli-
Cite trigonometrijske funkcije (sin, cos), jer argumenti funkcija, odnosno, granice integrala
nisu kao u relacijama ortogonalnosti (na intervalu [0, 7], ili na [0, 27]).
Oba integrala najlakse se rac¢unaju pretvaranjem produkta trigonometrijskih funkcija
u sumu.
Za koeficijente ay koristimo formulu

sin o cos 3 = %(sin(a — ) +sin(a + 5)>7

uz a = x i f = 2kx. Dobivamo

™

cos(1l — 2k)x cos(1 + 2k)z

1+ 2k

2 1
ar = —/sinmcostxdw = —(/Sin(l —2k)xdx+/sin(1+2k’)xdx>
BT
o\ 1-2k 0
m\1—2k 1+ 2k T 1 —4k?

m m
y
= {granice: cos(1 =+ 2k)mr = —1, cos0 =1}
4

:_l( 1 (1-1)+ 1 (_1_1>>:g_(1+2k)+(1—2k)
(4k? — )7

Primijetimo jos da su nazivnici 1 + 2k uvijek neparni brojevi, pa ne mozemo dobiti nulu u
nazivniku. Zato ovaj rezultat vrijedi za svaki k£ > 0.
Za koeficijente b, koristimo formulu

sinasin 3 = %(cos(a — B) — cos(a + ﬂ)>7

uz o = x i f = 2kx. Dobivamo

s s s

2 1
by = —/sinxsianx dx = —(/cos(l —2k)z dx — /cos(l + 2k)x dx)
T
0

“)

0

™

sin(1 + 2k)x

0

1/ 1
- %(1—% sin(l = 2Rz | =757

= {granice: sin(1+2k)r =0, sin0 =0}
= 0.

Ovo vrijedi za bilo koji k > 1, iz istog razloga (nazivnici su neparni, pa ne moZzemo dobiti
nulu u nazivniku).



Dakle, Fourierov red funkcije f(x) = sinz na intervalu [0, 7] je

2 4 1
==--3 2k,
/(@) O (e 421" h

Rezultat vrijedi i u rubovima intervala, jer je sin0 = sinw, pa je periodicko prosirenje
funkcije f na cijeli R neprekidna funkcija.

Na kraju, primijetimo da je sin z “parna” funkcija na [0, 7] — graf je simetri¢an obzirom
na poloviste intervala (tocka 7/2). Zato Fourierov red sadrzi samo parni dio, tj. samo
kosinusne ¢lanove. No, to je, opet, zbog parnosti tog dijela baze na [0, 7] (“parnost” obzirom
na poloviste tog intervala).

Periodicko prosirenje od f na cijeli R je funkcija |sinz|. Ona je, globalno gledajudi,
parna funkcija, tj. graf je simetrican oko nule. Taj argument primijenjen na intervalu
[—7, 7] kaze da f ima samo kosnusni dio standardnog Fourierovog reda (s ¢lanovima cos k).

Jagi zaklju¢ak dobivamo iz parnosti na dvostruko manjem intervalu [—7 /2, 7/2]. Od
opceg kosinusnog dijela, ostaju samo ¢lanovi s “parnim” kosinusima (po k), tj. razvoj ima
samo c¢lanove s cos 2kx.



Zadatak 4. Neprekidni najmanji kvadrati — pravac uz razne tezine

Zadana je funkcija
fla) =a"

na intervalu [0, 1]. Neprekidnom metodom najmanjih kvadrata nadite funkciju oblika
o) =ag+ arx
koja aproksimira funkciju f na zadanom intervalu s tezinskom funkcijom
(a) w(z) =1,
1
Vo —a?
Izra¢unajte i najveée apsolutne pogreske ovih dviju aproksimacija na zadanom intervalu.

Pokazite da je druga aproksimacija (s éebiéevljevom tezinskom funkcijom), ujedno, i mi-
nimaks aproksimacija funkcije f.

(b) w(z) =

RjeSenje. Zadatak ¢emo rijesiti na dva nacina. Prvo na “uobic¢ajeni” nacin, preko sustava
normalnih jednadzbi, koji (u principu) daje rjeSenje za bilo koju funkciju f. Zatim ¢emo
iskoristiti da je f(x) = 2% polinom, pa se vrlo lako razvija po odgovaraju¢im ortogonalnim
polinomima za zadane tezinske funkcije.

Za zadanu funkciju f i zadanu tezinsku funkciju w, nepoznate parametre ag i a; aproksi-
macijske funkcije ¢ odredujemo po neprekidnoj metodi najmanjih kvadrata tako da trazimo
rjeSenje minimizacijskog problema

S(ap, a1) = /w(a:) (f(2) — (a0 + a12))* d — min.

Odavde dobivamo sustav normalnih jednadzbi za parametre ag i aq
SoQp + S1a1 = to
s1a9 + S2a1 =ty

s koeficijentima
1 1

S = /w(x) o' dx, t; = /w(x) o' f(x) dx.

0 0

(a) Za Legendreovu tezinsku funkciju w(xz) = 1, koeficijenti linearnog sustava su

1 1
si:/:vidx, ti:/a:i-ﬁda::s,-”.
0 0
Integracijom dobivamo
1
‘ i+1 |1 1
si:/xzd:v:jx = - , 120
1+ 1, 1+ 1

0



Linearni sustav za ag i ay je

Mnozenjem prve jednadzbe s —1/2 i dodavanjem drugoj, dobivamo

R VS S A NS I S .,
3 1) \1 7% 2T 12 @==

Iz prve jednadzbe onda izlazi

Prva aproksimacijska funkcija je

Za Cebisevljevu tezinu w(z) = 1/v/x — 22, koeficijenti linearnog sustava su

- x?dr = si49.

1 1
/ ey . / 1
$; = | ——— 2'dx, i= | —

Vo — a2 Vo — a2
0 0

Integrale s; mozemo izracunati na vrlo elegantan nacin, tako da nademo rekurzivnu
relaciju za te integrale. Osnovna ideja je parcijalna integracija u kojoj integriramo
tezinsku funkciju w. Medutim, ni taj integral nije lako direktno naéi. Zato uoc¢imo
da (z — 22)~%/2 moze nastati deriviranjem iz (x — 22)'/2. Preciznije, vrijedi

r 1 1 1—2x 1

Treba samo “namjestiti” prvi faktor, a to dobivamo odgovaraju¢om linearnom kom-
binacijom integrala s; — treba gledati (s; — 2s;11)/2, za bilo koji i > 0,

1 1

5; — 28,41 xt — 2ttt , 1—2z
2 2V — x? 2vVx — x?
0 0
Parcijalnom integracijom dobivamo

1 u =z du =iz ' dx
Si — 2811

1 -2z
= [ ———dz= 1— 2z
2 / 2V — 1 dv = ——dx v=vVar— 12
0 2Vr — a?

= ' — 12

. 1
— i/xllx/x —22dx
0
0

= {granice: Vo —22=0,zaz=0,1, iz —2>>0nal0, 1]}

1 i
[ -2
de =1

1
2
‘ i-1 T~ e e
M= VA
0 0



Dakle, integrali s; zadovoljavaju rekurzivnu relaciju

8; — 2841

= i(8i+1 — Si), 1 2 0.
2
Odavde dobivamo (2i + 1)s; = (2 + 2)s;41, ili

21+1
20+ 2

Si+1 = Si, 1 Z 0.

Treba jos samo izracunati pocetni integral sy, a to je relativno lako.

Napomena: uobicajeni put za racunanje integrala s; ide dvostrukom supstitucijom.
Za pocetak, prebacujemo problem s intervala [0,1] na standardni interval [—1,1],
supstitucijom (afinom transformacijom) t = 2z — 1, pa je t € [—1,1]. Onda je

t+1 , t+1  (t+1)?* 2t4+2—-t*-2t—1 1-1¢
r=——, r—x = - = = :
2 2 4 4 4

Nakon ove supstitucije, za koeficijente s; dobivamo

t+1

1 . 1
2 1 1 1 ,
S; = —dt == [ —(t+1)"dt.
/\/1—t2( 2 ) 2 21/”1—152( )
-1 -1

Zatim ide “klasi¢na éebiéevljevska” supstitucija t = cos ¥, kojom prevodimo problem
na interval [0, 7]. Izlazi

T

1 .
5i= o (14 cosd)'dv, i>0.
0

Na kraju, kad izracunamo potencije pod integralom i dobijemo polinom u cos 1, treba
jo§ izraziti potencije cos® ¥ preko kosinusa visestrukog kuta 9. Potrebne formule su

1 1 3 1
cos’ ¥ = §+§cos219, cos® ¥ = Zcosﬁ—i-zcos&%

Ovim putem ima dosta posla da izraCunamo potrebne vrijednosti s;, za i < 3.

S druge strane, poc¢etnu vrijednost sy najlakse dobivamo upravo na taj nadin,

™

Soz/dﬁzﬂ'.

0
Iz rekurzije lako dobivamo preostale koeficijente

1 T 3 3T
81:—80:—7 82:—81:§7

2 2 4

Linearni sustav za ag i a; je

T 37
7TCLO+ 5&1—@
T 3 5%
20T TN



Prvo skratimo 7 u obje jednadzbe. Mnozenjem prve jednadzbe s —1/2 i dodavanjem
drugoj, dobivamo

s 1) \16 16 s T3 ==

Iz prve jednadzbe onda izlazi

Druga aproksimacijska funkcija je

Neka je e(z) := f(x) — ¢(x) funkcija greske aproksimacije ¢, funkcije f na intervalu
[a,b] = [0,1]. Najveca apsolutna greska

el = ma [e()

moze se dosti¢i samo u rubovima intervala a, b, ili u nultockama 2™ prve derivacije greske
na otvorenom intervalu (a, b).
Za e(z) = 2? — (ap + a1 ), prva derivacija greske je

d(z)=f(z)—a =2z — ay.

Iz jednadzbe €'(x) = 0 odmah dobivamo

a1

U toj tocki imamo lokalni maksimum apsolutne greske “u sredini” intervala. Kad u obzir
uzmemo i rubove intervala, najveca apsolutna pogreska aproksimacije jednaka je

()] e}

(a) Za Legendreovu aproksimaciju ¢1(x) =  — 1/6, neka je e; := f(x) — 1 (z) pripadna
greska. Onda je

Jelloe = masx { [e(0)].

1 1 1
4 3 12’
pa je najveca apsolutna pogreska aproksimacije ¢; jednaka

1

feslle = 5

a dostize se u rubovima intervala. U “sredini” je greska upola manja.

10



(b) Za Cebisevljevu aproksimaciju pa(x) =z —1/8, neka je eg := f(x) — ¢o(x) pripadna
greska. Onda je

1 1 1 3 1 7 1
0——7 (—):———:——7 1:1——:—7
e(0) =3 \z) =175~ W 8 8
pa je najveca apsolutna pogreska aproksimacije ¢o jednaka
1
Jealloo = 5.

Uoc¢imo da se ova greska dostize i u rubovima, i u “sredini” intervala, s tim da
greska alternira po predznaku (4, —,+). Upravo to je kljucno svojstvo minimax
aproksimacije — tzv. “ekvioscilacija” greske, pa je s 1 minimaks aproksimacija za f
na [0, 1].

Do trazenih aproksimacijskih funkcija mozemo doéi i razvojem funkcije f po odgova-
rajuéim ortogonalnim polinomima. Neka je {py | £ > 0} niz ortogonalnih polinoma na
intervalu [a, b] s tezinskom funkcijom w, i neka je

flz) = chpk(x)

k=0
razvoj funkcije f po tim ortogonalnim polinomima. Znamo da za koeficijente ¢ vrijedi
<f7 pk>
[I]l*

u odgovarajuéem skalarnom produktu. Neka je ¢, najbolja aproksimacija funkcije f, u
smislu najmanjih kvadrata, u prostoru P,, polinoma stupnja najvise jednakog n. Onda
znamo da je ¢, upravo konac¢ni komad razvoja funkcije f, do ukljucivo ¢lana za k = n,

C —

iy Y

onl(®) = cupi().

No, u nasem slu¢aju, funkcija f(x) = 22 je polinom, pa ima konaéan razvoj po odgo-
varajué¢im ortogonalnim polinomima

2? = copo() + c1pi(x) + copa(2).

Osim toga, koeficijente ne moramo racunati preko integrala, ve¢ ih mozemo i direktno
izracunati iz ove relacije.

Trebaju nam samo odgovarajuéi ortogonalni polinomi na [0, 1]. Njih dobivamo afinom
transformacijom iz poznatih polinoma na standardnom intervalu [—1, 1]. Akojet € [—1,1],
a x € [0, 1], potrebne afine transformacije (ili supstitucije) su

ot

t(z) =2z — 1, x(t) 5

Zadanim tezinskim funkcijama w;(z) = 11 we(z) = 1/v/x — 22 na [0, 1], odgovaraju slje-
dece tezinske funkcije na [—1, 1]

2
V1—t2
Pripadni ortogonalni polinomi su Legendreovi polinomi Py, odnosno, éebiéevljevi polinomi
prve vrste Tj.

wiz(t) =1,  wx(t)) =

11



(a) Prva tri Legendreova polinoma na intervalu [—1, 1] su
1
Py(t) =1, Pi(t) =t Pa(t) 25(3752_1)-

Pripadne Legendreove polinome na [0, 1] oznacavamo s P;. Supstitucijom ¢ = 2z — 1
dobivamo

1
Pj(x) =1,  Pf(z)=2x—1, P;(az):§(3(2x—1)2—1):6x2—6x+1.

Razvoj funkcije f(x) = 2% po ovim polinomima ima oblik
2? = coP}(x) + 1 P (x) + o Py ().
Uvrstavanjem i sredivanjem po potencijama od x, izlazi
1% =co+c1(2x — 1) + co(62° — 67 + 1)
= 6cgr® + (2¢; — 6¢3)w + (co — €1 + ¢3),

tj. dobivamo trokutasti sustav jednadzbi za koeficijente. Trazeni koeficijenti su

1 5 1 1
Co = = ¢y =3¢ = = Co=0C—C = —.
2 67 1 2 27 0 1 2 3
Razvoj funkcije 22 po Legendreovim polinomima P} je
x2:§ o(x)+§ 1($)+6P2($)-

Trazena aproksimacija ;1 polinomom prvog stupnja je

1 1 1
011(x) = coPy(x) + 1 Pl (x) = 3 + 3 (2x—1)=x— 5

(b) Prva tri Cebisevljeva polinoma na intervalu [—1,1] su
To(t) =1, Ti(t) =t, To(t) = 2% — 1.

Pripadne Cebisevljeve polinome na [0, 1] oznacavamo s ;. Supstitucijom ¢ = 2z — 1
dobivamo

Ty(x)=1, Tf(z)=22-1, Ty(z)=(2(2z—1)*>—-1)=8z"—8z+ 1.
Razvoj funkcije f(x) = z* po ovim polinomima ima oblik
v* = Ty (2) + a1y (@) + 15 (@),
Uvrstavanjem i sredivanjem po potencijama od z, izlazi
2% =co+ (22 — 1) + co(82° — 8x + 1)
= 8cow® + (2¢; — 8¢c)w + (co — €1 + ¢2),

tj. dobivamo trokutasti sustav jednadzbi za koeficijente. TrazZeni koeficijenti su

1 4 1 3
Co = — c1 =4cy = = co=¢ —Co = —.
2 87 1 2 27 0 1 2 ]
Razvoj funkcije 22 po éebiéevljevim polinomima 77} je
x2:§ 0(37)"‘5 1(5C)+§T2(17)-
Trazena aproksimacija ¢; 2 polinomom prvog stupnja je
. y 3 1 1
v12(2) = cT§ (z) + 1T} (z) = 3 t3 2x—1)=x— g

12



Alternativni put do trazenih aproksimacija ide tako da funkciju f transformiramo afino
na standardni interval [—1, 1], tamo razvijemo po poznatim ortogonalnim polinomima, a
onda nadene aproksimacije afino “vratimo” na polazni interval [0, 1]. Ilustracija tog puta
je u sljede¢em zadatku.

13



Zadatak 5. Neprekidni najmanji kvadrati — parabola

Zadana je funkcija
f(z) =sinx

na intervalu [0,7]. Neprekidnom metodom najmanjih kvadrata nadite polinom drugog
stupnja, tj. funkciju oblika
o(r) = ag + a1z + axa®

koja aproksimira funkciju f na zadanom intervalu s tezinskom funkcijom w(z) = 1.

Rjesenje. Aproksimaciju ¢ mozemo napisati kao linearnu kombinaciju ortogonalnih po-
linoma na intervalu [0,7] s tezinskom funkcijom w(z) = 1. Te ortogonalne polinome
dobivamo afinom transformacijom Legendreovih polinoma Py s intervala [—1, 1], pa ih zato
oznacavamo s P;. Trazena aproksimacija polinomom drugog stupnja, po neprekidnoj me-
todi najmanjih kvadrata, je po¢etni komad razvoja zadane funkcije f po tim ortogonalnim
polinomima

p(x) = coly (z) + e Pl (x) + 2Py (),

s tim da za koeficijente ¢, vrijedi

{f, )
Cr = ¥ ’ kZOa
[l

u odgovarajucem skalarnom produktu. Prva tri polinoma P moZemo izracunati slicno kao
u proslom zadatku, pa onda nije tesko naci ove koeficijente

/ f(2) P () da
Cp = 0 p s k > 0.

JAGRE

0

No, ako trebamo malo “dulji” komad razvoja, onda racunanje polinoma P} zahtijeva dosta
posla, i jo§ treba izrac¢unati ove integrale.

Obicno je lakse afino transformirati zadanu funkciju f na standardni interval i tamo
iskoristiti poznate ortogonalne polinome. U ovom slucaju, zbog w(z) = 1, standardni
interval je [—1,1], a pripadni polinomi su Legendreovi polinomi P;. Odgovarajuca afina
transformacija izmedu varijabli x € [0, 7] it € [-1,1] je

2 m(t+1)
tx)=—x—1 )= ——.
Zadanoj tezinskoj funkciji w(z) = 1 na [0, 7], odgovara “ista” tezinska funkcija w(z(t)) =1
na [—1,1]. Afina transformacija zadane funkcije f je funkcija g

olt) = F(a(t) = sin LY.

Neka je 1 aproksimacija funkcije g polinomom drugog stupnja, po neprekidnoj metodi
najmanjih kvadrata na [—1, 1] s tezinskom funkcijom w(z(¢)) = 1. Onda je

W(t) = coPo(t) + L Pr(t) + e Po(t),
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s istim koeficijentima (zamjena varijable x = x(¢) u integralima)

g(t)Pe(t) dt
(9, Pr) =

Ccp = = , k>0.
IR

| oy as

-1

Naime, polinome P} (x) smo dobili bas inverznom afinom transformacijom t = t(zx), tj.
vrijedi P} (z) = Py(t(z)), za k > 0. TraZenu aproksimaciju ¢, na [0, 7], onda dobivamo na
isti na¢in — afinom transformacijom aproksimacije ¢ s [—1, 1], natrag na [0, 7

p(x) = P(t(r)) = coPo(t(z)) + cr Pi(t(x)) + ca Pa(H(2)).

Prednost ovog pristupa je racunanje s poznatim polinomima. Na primjer, znamo da je
| P> = 2/(2k 4+ 1). Na kraju, sredeni oblik za 1 (¢) vracamo natrag u ¢(z).

Za pocetak, izrac¢unajmo integrale u brojnicima koeficijenata cy,

b ::/g(t)Pk(t)dt:/Pk(t) sm@dt,

za k = 0,1,2. Ideja je da ove integrale izracunamo direktno u varijabli ¢, bez supstitucije
koja podintegralnu funkciju svodi na sinz. U protivnom, ispast ¢e da radimo na [0, 7] i
trebat ¢e nam polinomi P;}. Prva tri Legendreova polinoma (na [—1,1]) su

1
Py(t)y=1, Pt)=t, g@y=§wﬂ—1)
Za k = 0 dobivamo
1
t41 2 t+1) | 2 4
bo:/sinudtz——cosM = ——(cosm —cos0) = —.
2 T 2 1 T T
~1
Ostali integrali, za k£ > 1, ra¢unaju se parcijalnom integracijom.
1 _ _
) /t ol )dt u=t du = dt
1= SII = t+1 2 t+1
dv:sinudt v:——cosM
-1 2 s 2

™

1
2 t+1 2 t+1
:——<1-cos7r—(—1)-cosO —/cos?dt) :—/C08¥dt

S

™

—sin
T 2

1
2(2 - 7T(t—+1) ):%(sinw—sin(}):o_
T

-1
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Zadnji brojnik by ra¢unamo dvostrukom parcijalnom integracijom.

1
1 —— 2 _ —
L, Cr(t 1) u—2(3t 1) du = 3tdt
by = 5(3t — 1) sin dt = (t+1) 5 (t+1)
1 dv = sin T dt U = —— COS T
T 2
1 n I / t+1
:——(—(3752—1)005 ( ) —3/tcos7r( i )dt)
T\ 2 1 2
1
1
2 t+1
:——<1-cos7r—1-cosO—S/tcosﬂ( + )dt)
T 2
1
1 _ _
2 2+3/t 7T(Hl)cht) e =
== cos ——= = t+1 2 t+1
T ) 2 dv:cos¥dt v:—sinﬂ(; )
- T

2+§(1'sin7r—(—1)~sin0 —/sinﬂt;_l) dt))
m

(
<2+3.3<t sinﬁ(tgl) 1 —/sinw(tgl) dt))
(

4 6 4 12
:;<1+F(COS7T—COSO)) :;(1—P).

Kad iskoristimo || Pp||? = 2, [|P1||*> = 2/3 1 || 2||* = 2/5, dobivamo traZene koeficijente

1 2 3 5 10 12
@=gh=2 a=3h=0 0225"2:?(1‘_)‘

Aproksimacija ¢ funkcije g(t) = sin(n (¢t + 1)/2) polinomom drugog stupnja na [—1, 1] je

¢(t):%P0(t)+$(1—%) Pg(t):erE(l—E) -%(3152—1).

T T 2

Ovaj oblik se ne isplati dalje sredivati, jer ga jos treba vratiti na [0, 7], da dobijemo ¢.

Transformacija (supstitucija) je

2
tz)="2—1.
(1) ==

Prvo transformiramo samo polinom P,. Izlazi

P;(x) = Paft(a)) = (3(§x_1)2_ 1) - g(;)(_ ol



Prvi oblik polinoma Pj pogodan je za zapis aproksimacije ¢ u standardnoj bazi potencija

2 10 12 6 6
<p(a7)=——|——(1——2) (—2x2——x—|—1).
Toow T s T

60 12 9 60 1 12 n 2 N 10 1 12
=—(1-=)2z - —=(1-—)Jz+ —4+—(1—-—=|.
3 2 2 2 T 7 2

Koeficijenti a, trazene aproksimacije ¢, funkcije f(x) = sinz na [0, 7], su

12120

ag = — — — = —5.0465497778 - 102,
™ ™
720 60

ay = — — — = 13122362048,
™ ™
60 720

ay = — — — = —4.1769775701 - 10"
™ ™

Moze se pokazati da je najveca apsolutna greska ove aproksimacije za sinz na [0, 7| bas
jednaka |ag| = 5.0465497778 - 102, a dostiZe se u rubnim tockama 0 i 7.

Iz drugog oblika polinoma P; odmah dobivamo prikaz aproksimacije ¢ preko Legen-
dreovih polinoma P}

¢@pqﬁm@+qﬁ@ymﬁy@:%+5%y—9)(ﬁg—ff—1>

T 2 72

Sredivanjem po potencijama od (z — 7/2) dobivamo i

2 5 12\ 60 12 2
90(35)_%_%(1_?)+F(“ﬁ)(‘”‘§>
_ (%0 _3) (60 _ 720 <_Ef
C\m 7 ™ b . 2/

Ovaj rezultat iskoristit ¢emo za kontrolu drugog puta do rjeSenja ovog zadatka.

Nepoznate koeficijente aproksimacijske funkcije ¢ mozemo naéi i direktno — minimi-
zacijom greske po neprekidnoj metodi najmanjih kvadrata, Sto vodi na sustav normalnih
jednadzbi. Obzirom na to da interval [0, 7] nije simetri¢an oko nule, zapisom funkcije ¢ u
standardnoj bazi potencija

o(z) = ag + a1z + g’

dobivamo puni linearni sustav za koeficijente.

Uoc¢imo da je teznska funkcija w(x) = 1 simetri¢na ili “parna” oko polovista /2 za-
danog intervala [0,7]. U tom slu¢aju, ako Zelimo brzi rac¢un “na ruke”, isplati se uzeti
malo drugaciju bazu za zapis funkcije ¢, tako da priblizno polovina koeficijenata u ma-
trici sustava normalnih jednadzbi bude jednaka nuli. Drugim rije¢ima, treba iskoristiti
“neparnost” oko polovista zadanog intervala.

Baza potencija (z — m/2)¥ sadrZi funkcije koje su simetri¢ne (parne ili neparne) oko
polovista intervala [0,7]. Integrali neparnih potencija jednaki su nuli, zbog parnosti
tezinske funkcije. Zato funkciju ¢ prikazujemo u toj bazi

o(x) :é0+d1(1’— g) —i—dg(x— g)Q
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Osim toga, odmah se vidi da je f(z) = sinz “parna” funkcija oko 7/2, pa zapis aproksi-
macije ¢ u toj bazi sadrzi samo parne potencije od (x — w/2). Tj. moramo dobiti a; = 0.

Koeficijente ili parametre aproksimacijske funkcije ¢ odredujemo po neprekidnoj metodi
najmanjih kvadrata

™

S(do, in, ) = /w(m) (f@) ~[ao+ (e -3) +aa(e- g)QDQd;p ~ min.

Rjesenje tog problema daje sustav normalnih jednadzbi za parametre ag, @ i a9

Sodo -+ 81&1 + SQ&Q = to
51Q0 + S2a1 + Sza2 = 1

Sgdo + SgC~L1 + S4C~L2 = tg

s koeficijentima

o= ]w(:zc) (a- g)idx, f = ]w(x) (z- g)if(x) da.

Za Legendreovu tezinsku funkciju w(z) = 1 i zadanu funkciju f(z) = sinz, koeficijenti
linearnog sustava su

pa za ¢ > 0 vrijedi

2 T i+l .
L
S; =

0, 1 neparan.

Odavde vidimo da se linearni sustav za koeficijente “raspada” na dva manja nezavisna
sustava — za koeficijente s parnim, odnosno, neparnim indeksima,

S0Gg + S209 = tg _
. . , Soaq = 1.
SoQy + S4Q9 = tg

Upravo to je i bio cilj ovakvog izbora baze. Koeficijenti u matricama ovih sustava su

3 m°

So =T, S92 = —, 54

12 R0

Treba jos izra¢unati koeficijente ¢; na desnim stranama ovih sustava. Prvog dobivamo

odmah

s
™

tQ:/SiDZEdI':—COS[I) =—(-1-1)=2.

0
0

18



Preostala dva ra¢unamo parcijalnom integracijom. Redom, izlazi

s m

U= — — du = dx
tl—/(x—g) sinzdr = 2

) dv = sinz dx V= —COSZ
T
T
=—(z— =)coszx + | coszdx
2 0
0

_ _(g (=) - (-%) . 1) +sing

=sinm —sin0 = 0.

™

™

0

Iz “neparnog” dijela sustava, tj. jednadzbe sya; = t1, onda slijedi a; = 0, prema ocekivanju.
Za zadnji koeficijent t5 dobivamo

™ T\ 2 T
2 u:<x——> du:2<x——)dx
t2:/<x—g> sinzdr = 2 2
0 dv =sinz dx V= —CoSx

™

+2/(m—z) cosz dx
0 2

0

™

_ _<<g>2 (=1) - <_g)2 : 1> +2/ (x— g) cos z dz

0

s T

2 u=x— —

=%+2/<az—g>cosxd$: 2
0

dv = cosx dx v =sinx
72 ™ . |7 .
= — 42 (a:——) sinx | — [ sinxdx
2 2 0
0

7'('2 T T
5 + (2 0 5 0 4+ cosx

2 2
= %—FQ(COSW—COSO) = % — 4.

du = dz

Linearni sustav za “parne” koeficijente ag i ao je

N
7TCL0+ECL2:2
7T3 7T5 7T2
et — = — — 4
2T g2

MnoZenjem prve jednadzbe s —m%/12 i dodavanjem drugoj, dobivamo

75 7T3 7T2 7T2 7T2
_____ Gy = — — 4 — 9
(80 12 12>“2
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Sredivanjem izlazi

Iz prve jednadzbe onda slijedi

i Ll(y_m™ (60 720Ny 1/, . 60y _60 3
ao—ﬂ 12\ 7w 7 T 72 )

Trazena aproksimacijska funkcija je

0=(3-2) (2 D)

Dakle, dobili smo isti rezultat kao i ranije, preko Legendreove baze.
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Zadatak 6. Neprekidni najmaniji kvadrati — razvoj po Cebisevljevim polinomima

Zadana je funkcija
f(z) = arcsinz

na intervalu [—1, 1]. Nadite razvoj ove funkcije po éebiéevljevim polinomima prve vrste.

Rjesenje. Cebisevljevi polinomi prve vrste T}, za k > 0, su ortogonalni na intervalu [—1,1]
s tezinskom funkcijom w(z) = 1/v/1 — z2. Relacije ortogonalnosti su

) 0, k#£L,

JRCECPR Sy
V1—2? T

-1 5, k:€>0

Razvoj funkcije f po Cebigevljevim polinomima prve vrste ima oblik

flx) =Y aTi(),

s tim da za koeficijente ¢, vrijedi

<f7 Tk>
Cp = , k>0,
S TAE

u odgovarajuéem integralnom skalarnom produktu. Zbog ||To||* = 2||Tk||?, za k > 1, razvoj
se obi¢no pise kao i kod Fourierovih redova — s “polovi¢nim” prvim koeficijentom,

k=1

tako da za sve koeficijente vrijedi “ista” formula

ak:%/%d% k> 0.

Stvarne koristi nema. Najcesce, za k = 0, ovaj integral treba posebno izra¢unati.
Za zadanu funkciju f(x) = arcsin x, koeficijenti u razvoju su

1
2 inx -1,
— arcsinx - Ty () do. k>0,

m V1—a22

Znamo da je arcsinz neparna funkcija na intervalu [—1,1], a éebiéevljevi polinomi T}
imaju istu parnost kao i indeks k. Odavde odmah mozemo zakljuciti da su svi koeficijenti
parnog indeksa jednaki nuli — integral neparne funkcije je nula.

No, namjerno, to ne¢emo odmah iskoristiti, zato da pokazemo jedan zgodan argument
pri racunanju ovih integrala za op¢i k, jer se taj argument moze “izgubiti” kad ra¢unamo
samo koeficijente neparnog indeksa.

Ovaj integral rjesavamo standardnom supstitucijom z = cos ¢, koristeé¢i “definicijsku”
relaciju za éebiéevljeve polinome prve vrste

Ti(cosp) = coskyp, k> 0.
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Za granice integracije vrijedi —1 = cosm i 1 = cos 0. Nakon supstitucije dobivamo

S

ES

Il
>l|l\-'>

V1 —cos?p

arcsin(cos @) - cos ke dep.

SN

0

k
/arcsm cosp) - cosky (—sinp)dp = {m =singp,za ¢ € [O»W]}
0/

Sad nam treba veza izmedu arcsin(cosy) i ¢ = arccos(cosp). Tu treba biti oprezan,
obzirom na to da je ¢ € [0,7], a standardno podrucje vrijednosti funkcije arcsin je
interval [—m/2,7/2]. Znamo da za svaki ¢ € R vrijedi
, ™
COS = SIn <g0+§>.

Kad na ovu relaciju primijenimo funkciju arcsin, dobivamo da je

. ) ) T
arcsin(cos ¢) = arcsin (sm (gp + 5))
I sad, oprez! Na desnoj strani smijemo “skratiti” arcsin i sin, tako da dobijemo

: m
arcsin(cos ) = ¢ + 5

ako 1 samo ako je p + /2 € [—7/2,7/2], a to vrijedi samo za ¢ € [—m,0]. Dakle, to nije
dobro! Kut ¢ ima krivi predznak.

Medutim, to upucuje na korektan pristup stvarima — treba promijeniti predznak kuta
u pocetnoj relaciji. Za svaki ¢ € R vrijedi

(T
cos p = cos(—y) = sin <§ - <p>.

Kad na ovu relaciju primijenimo funkciju arcsin, dobivamo da je

. . LT
arcsin(cos ¢) = arcsin (sm (5 — gp))

Opet, na desnoj strani smijemo “skratiti” arcsin i sin, ako i samo je 7/2 — ¢ € [—7/2,7/2],
a to vrijedi za ¢ € [0, w]. Dakle, sad je dobro, i dobivamo

, 7r
arcsin(cos ¢) = 5~

Prije nastavka racunanja koeficijenata, objasnimo jo§ zaSto se ovaj argument moze
“izgubiti”, kad gledamo samo neparne koeficijente agr 1. Onda je podintegralna funkcija
parna, pa mozemo prijeéi na (dvostruki) integral po polovini intervala [0, 7/2],

/2

4
Qg1 = — / arcsin(cos ¢) - cos(2k + 1) dy, k> 0.
0

Ovdje je svejedno koji predznak od ¢ uzmemo, pa mozemo raditi i na [—7/2, 0] (zamjena
© — —p), s istim rezultatom. No, onda vrijedi prva formula arcsin(cos¢) = ¢ + 7/2.
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Nakon uvrstavanja arcsin(cos ¢) = 7/2 — ¢ dobivamo

T

ap = %/ <g —gp) cos ko dp.

0

Za k = 0, ovaj integral racunamo posebno.

_2](7r )d_z T,
0

Sve ostale integrale, za k£ > 1, ra¢unamo parcijalnom integracijom.

T 2 (72 2
=——=————-=(0-=0)) =0.
7r<2 2 ( >>

0

™ ™ ™

2 2
ak:—/<z—go> coskgodgpz/coskgodgp——/go cos kp dy
m 2 m
0 0 0
L 2 o |
= Esmkgo - ¢ cos kp dp = {granice: sinkm =sin0 =0}
0

0

™

2
= ——/gp coskpdp =
T
0

U= du = dy

1
dv = cos kpdp v = z sin ko

2 o
=7 <gp sinkp | — /sin ko dcp) = {granice: sinkr =sin0 = 0}
T
© %
2 [ 2/ 1 "
= E/Sink‘godgp = E(—Ecosk‘@) )
0
2
= {granice: coskm = (—1)F, cos0=1} = ——((—1)]C - 1)
k*m
2
S (1m0,
Na kraju, dobivamo da je
4
——» Kk neparan,
ap = { k*m
0, k paran.

Dakle, razvoj funkcije f(x) = arcsinz po éebiéevljevim polinomima prve vrste je

, 4 1 4 1 1
arcsing = — kzzg WT%H(OU) = (T1($) + §T3(x) + %T5($) +--- )
Uoc¢imo da koeficijenti u razvoju relativno sporo padaju
ap = O(kiQ), k — o0,

Sto odgovara ¢injenici da arcsin z ima neogranic¢enu derivaciju u rubovima intrevala.

Funkcija f(z) = arcsinz je jedna od rijetkih funkcija za koju se koeficijenti u razvoju
po Cebisevljevim polinomima mogu eksplicitno izra¢unati.

Zadatak. Nadite razvoj funkcije f(z) = arccosz po éebiéevljevim polinomima prve vrste.
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